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Abstract: There are several problems in industrial process for example problems associated 
with product quality. In statistics, observation which is significantly different to the average is 
called outlier. The outlier can give significant influence to the result of modeling, which can affect 
the decision making. This research develops the outlier detection method using the Likelihood 
Displacement Statistic method, called Likelihood Displacement Statistic-Lagrange (LDL) 
method. The LDL method is applied to sugar and molasses production data of Djombang Baru 
Sugar Factory, Jombang, East Java. The result of this research shows that factors influenced the 
sugar and molasses production are sugar cane with the dirt less than 5%, sugar cane with the 
dirt between 5% to 7%, sugar cane with the dirt higher than 7%, and imbibition water. 
 
Keywords: Likelihood Displacement Statistic-Lagrange, multivariate linear models, outlier, 
Lagrange multipliers. 
  

 
Pendahuluan 

 
Outlier adalah pengamatan yang berada jauh 
(ekstrim) dari pengamatan-pengamatan lainnya. 
Secara umum outlier dapat dibedakan menjadi dua, 
yaitu outlier pada pengamatan dan outlier pada 
model linear. Berdasarkan banyaknya variabel yang 
dipertimbangkan outlier dapat dibedakan menjadi 
outlier pada pengamatan univariat atau multivariat 
dan outlier pada model linear univariat atau multi-
variat. Outlier pada model linear multivariat dapat 
dibagi atas tiga kategori, yaitu outlier terhadap 
leverage dan residual ataupun keduanya.   
 
Pendeteksian outlier pada pengamatan univariat 
telah dilakukan oleh Hawkins [8] yang melihat 
suatu outlier tunggal pada sampel dengan melihat 
pengamatan yang menyimpang dari pengamatan 
lain. Barnet dan Lewis [2] melihat pengaruh 
pengamatan yang tidak konsisten dengan peng-
amatan lain pada proses multivariat, Peña dan 
Prieto [10] menyajikan prosedur pendeteksian outlier 
didasarkan pada analisis proyeksi dari titik-titik 
sampel, dan Filzmoser [7] mengidentifikasi  outlier 
didasarkan pada jarak Mahalanobis.  
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Pendeteksian outlier pada model linear telah 
dilakukan oleh Cook [5] dengan memperkenalkan 
jarak Cook’s sebagai ukuran untuk mendeteksi 
pengamatan berpengaruh dalam model linear 
univariat. Ukuran jarak Cook’s ( ) dirumuskan 
sebagai kombinasi dari studentized residual, 
variansi residual, dan variansi nilai prediksi. Adnan  
et al. [1] menguraikan suatu prosedur untuk 
mengidentifikasi berbagai outlier dalam regresi 
linear univariat. Prosedur yang digunakan adalah 
Metode Least of Trimmed of Squares (Metode LTS) 
dan Metode Pengelompokkan Pautan Tunggal (The 
Single Linkage Clustering) untuk memperoleh 
pengamatan yang berpotensi outlier. Peña dan 
Guttman [9]  mendeteksi kasus outlier pada model 
linear univariat menggunakan pendekatan Baye-
sian dengan dua metode. Metode pertama adalah 
membatasinya ke model null (sederhana) untuk 
pembangkitan data, selanjutnya dilakukan identifi-
kasi outlier pada modelnya. Metode kedua memper-
timbangkan suatu model alternatif menggunakan 
model pergeseran rata-rata dan model pergeseran 
variansi. Diaz-Garcia et al. [6] mengusulkan pende-
teksian pengamatan berpengaruh pada model linear 
multivariat dengan modifikasi jarak Cook’s. Uji 
formal untuk mendeteksi sebuah outlier pada model 
linear multivariat telah dikembangkan oleh 
Srivastava dan von Rosen [14]. Xu et al. [16]  
mengembangkan jarak Cook’s univariat untuk men-
deteksi outlier pada model linear multivariat. 
 
Xu et al. [16] telah mengembangkan pendeteksian 
outlier dalam model linear multivariat dengan 
Metode Likelihood Displacement Statistic (LD), 
Metode Likelihood Ratio Statistic for a Mean Shift 
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(LR), dan Metode Multivariate Leverage yang meng-
gunakan elemen dari the average diagonal . 
Dalam mengestimasi parameter Metode LD dan LR, 
Xu et al. [16] menggunakan Metode Maximum 
Likelihood Estimate (MLE) yang bersifat umum, 
sehingga nilai optimum yang diperoleh bisa meru-
pakan bukan nilai yang paling optimum. 
 
Penelitian ini bertujuan mengembangkan metode 
pendeteksian outlier pada pengamatan dalam model 
linear multivariat yang disebut Likelihood Displace-
ment Statistic-Lagrange (LDL). Metode ini merupa-
kan pengembangan dari Metode LD dengan meng-
gunakan pengganda Lagrange. Pengganda Lagrange 
yang digunakan adalah daerah kepercayaan dari 
vektor parameter yang bermanfaat untuk meng-
optimalkan daerah kepercayaan yang diperoleh. 
Daerah kepercayaan tersebut didapat secara berta-
hap dengan menghilangkan data yang dianggap 
outlier secara numerik dengan menggunakan 
program nonlinear. 
 
Sebagai studi kasus digunakan pengamatan proses 
produksi gula di Pabrik Gula Djombang Baru 
Jombang, Provinsi Jawa Timur (PGDB Jombang). 
Berdasarkan penelitian Saputri [13] dapat diketahui 
bahwa pengamatan proses produksi gula tersebut 
terdapat outlier. Adapun variabel terikat yang diper-
timbangkan adalah banyaknya gula yang dihasil-
kan (Y1) dan berat tetes yang dihasilkan (Y2). 
Produksi gula dan tetes tebu yang dihasilkan 
diperoleh dari berat tebu dengan mutu A (X1), berat 
tebu dengan mutu B1 (X2), berat tebu dengan mutu 
B2 (X3), berat tebu dengan mutu B3 (X4), dan 
banyaknya air imbibisi (X5). 
 

Metode Penelitian 
 
Model Linear Multivariat 
 
Apabila X1, ..., Xp adalah variabel bebas dan Y1, ..., Yq 
adalah variabel terikat, jika diambil n sampel, maka 
model linear multivariat yaitu model linear dengan 
variabel terikat lebih dari satu (Christensen [4]), 
ditulis 
 = + , ℎ = 1,… , , dimana: = ( ,… , ) ;	 = , , … , ; dan = ( ,… , )  
 
Model linear multivariat dari q model linear secara 
simultan dapat ditulis: 
 = +                                                      (1) 
 
dengan × = ,… , , ×( × ) = , , … , , ( × )× = , , … , , dan × = ,… , , 

sebagai matriks acak. Diasumsikan bahwa E( ) =  
dan Var( ) = ⊗ , ⊗	adalah perkalian Kronecker 
dan = ; a, b = 1, ..., q, dengan 	~ ( , ⊗ ). 
 
Menurut Christensen [4], estimasi parameter  dan ∑ pada (1) menggunakan Metode MLE,  diperoleh: 
 =	 ( )                                           (2) 
 	 = 	 	 − − 	adalah estimator bias 
untuk . = ( ) − −  adalah 
estimator tak bias untuk .  
 
Prosedur uji hipotesis parameter pada model linear 
sebagai berikut: : Λ = , terhadap : TΛ ≠

, dimana Λ = , Λ = 	 | || | adalah nilai statistik 
uji Wilk’s Lambda dan  adalah matriks ortogonal 
(Christensen [4]). Statistik penguji adalah: ≡=	 Λ Λ ( ) Λ , dimana = ( ) 	 ; = ( ) 	  ada-
lah operator proyeksi dari ;  adalah operator 
proyeksi dari . 	ditolak jika nilai maksimum dari 
likelihood di bawah  lebih besar dari nilai maksi-
mum keseluruhan. 
 
Pendeteksian Outlier dengan Metode LD 
 
Pendeteksian outlier pada model linear multivariat 
pertama kali dikembangkan oleh  Xu et al. [16].  Xu 
et al. [16] mengembangkan tiga metode, yaitu LD, 
LR, dan Multivariate Leverage. Metode LD adalah 
suatu metode yang dikembangkan dengan cara 
menghilangkan pengamatan yang diduga outlier 
secara bertahap, Metode LR adalah suatu metode 
yang didasarkan pada pergeseran rata-rata dalam 
model, sedangkan Metode Multivariate Leverage 
dikembangkan dengan menggunakan elemen dari 
the average diagonal  (ADQ) untuk mengukur 
keekstriman dari m pengukuran pada variabel 
bebas, dimana  adalah matriks proyeksi. 
 
Pendeteksian outlier dengan Metode LD dilakukan 
dengan cara menghilangkan pengamatan yang di-
duga outlier pada model. Misalkan ada m peng-
amatan dikumpulkan pada himpunan tertentu, 
dengan m pengamatan diduga outlier. Indeks  
adalah kumpulan dari m pengamatan yang diduga 
outlier, sehingga:  adalah himpunan  dengan 
pengamatan yang ada outlier. adalah himpunan 

 dengan pengamatan tanpa outlier. 
 
Fungsi likelihood menurut Christensen [4]; Rencher 
dan Schaalje [11]): 
 ( , ) = (2π) | | exp	(− tr( ( − )                                     
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( − )))                                                  (3) 
 
Definisi 1 (Christensen [4]). LD dari pengamatan 
yang ada outlier untuk B  dengan diberikan  
adalah:   
              LD ( | ) = 2 ln , − ln ,    (4)                                           
    
dimana  adalah MLE dari	  ketika  
diestimasi oleh ∎ 
 
Optimasi Nonlinear 
 
Permasalahan optimasi disebut nonlinear jika 
fungsi tujuan dan fungsi kendalanya mempunyai 
bentuk nonlinear pada salah satu atau keduanya 
(Bazaara et al. [3]), dalam bentuk:  
Maksimumkan (minimumkan): g(X) = g( ,… , )   
Kendala: ℎ (X) = ,  X = 0, p = 1,… ,m 
dapat diselesaikan dengan pengganda Lagrange: 

 = g(X) − ℎ (X) − . 
 

dimana adalah kendala dan  adalah nilai eigen. 
 
Proses Produksi Gula 
 
Tanaman Tebu (Saccharum Officanarum L) meru-
pakan tanaman perkebunan semusim yang di 
dalam batangnya terdapat zat gula. Tebu termasuk 
keluarga rumput-rumputan (graminae) seperti hal-
nya padi, glagah, dan lain-lain (Rizaldi [12]). Sebagai 
bahan baku gula, tebu dapat dikategorikan menjadi 
4 macam penilaian mutu, yaitu: (1) Tebu Mutu  A 
(tebu sangat bersih), (2) Tebu  Mutu  B1 (tebu bersih, 
kotoran < 5%), (3) Tebu  Mutu B2 (tebu dengan 
kotoran 5% sampai dengan 7%), (4) Tebu  Mutu B3 
(tebu sangat kotor, kotoran > 7%)  
 
Proses produksi gula di PGDB Jombang dengan 
bahan baku tebu melalui proses dalam beberapa 
stasiun penggilingan, pemurnian, penguapan, ma-
sakan, putaran, dan penyelesaian. Tahapan proses 
produksi dimulai dengan memasukkan bahan baku 
gula dimasukkan ke stasiun penggilingan dan 
ditambahkan air, menghasilkan nirah merah dan 
ampas. Langkah berikutnya nirah merah dimasuk-
kan ke stasiun pemurnian dengan ditambahkan 
kapur dan belerang, menghasilkan nirah encer dan 
blotong. Selanjutnya nirah encer dimasukkan ke 
stasiun penguapan, menghasilkan nira kental. 
Tahapan terakhir adalah memasukkan nirah kental 
ke stasiun masakan, lalu diteruskan ke stasiun 
pemutaran (stasiun penyelesaian), menghasilkan 
gula (sukrosa) dan tetes (molase). Hasil utama 
produksi PGDB Jombang adalah gula putih, 

sedangkan hasil lainnya di antaranya adalah 
ampas, blotong, dan tetes (Trubus [15]). 
 
Pendeteksian Outlier pada Model Linear Mul-
tivariat dengan Metode LDL 
 
Pendeteksian outlier pada model linear multivariat 
dengan Metode LDL dimulai dengan mengumpul-
kan m pengamatan yang diduga outlier. Kemudian 
menentukan ,	 ,  dan 	 untuk men-
dapatkan ,  dan , . Selanjutnya 
menentukan LDL  dan membandingkan dengan 

 untuk menentukan outlier. 
 

Hasil dan Pembahasan 
 
Bentuk umum model linear multivariat dengan 
variabel bebas sebanyak p dan variabel terikat 
sebanyak q dapat ditulis sebagai: 
 × = × ⋮ ×( × ) ( × )× + ×    										= ×( × ) ( × )× + ×                     (5) 
 
dimana  × = ,… , ,     × = (1,… ,1) ,      ×( × ) = , , … , ,   ( × )× = , , … , ,    
dan    × = ,… , .   
 
Pendeteksian outlier pada model linear multivariat 
dengan Metode LDL dimulai dengan memisalkan 
ada m pengamatan dari , … ,  yang diduga outlier 
disimbolkan , sedangkan pengamatan yang 
tidak mengandung outlier disimbolkan . 
 
Untuk memudahkan analisis, Christensen [4] meng-
gunakan vektorisasi matriks variabel terikat pada 
(5) dapat menjadi: 
 Vec( ) = ⊗ Vec( ) + Vec( ), dimana: Vec( )	~ ( , ⊗ ) dan  Vec( )~ ( ⊗ Vec( ), ⊗ )                     (6) 
 
dengan menggunakan sifat hasil kali kronecker 
diperoleh: 
 Vec( ) = ⊗ ⊗ ⊗ Vec( )           
             = ⊗ ( ) Vec( ) 
dimana Vec( )~ ( )(Vec( ), ⊗ ( ) ).  
 
Pendeteksian outlier pada model (6) dimulai dengan 
membuat fungsi likelihood dari sini kemudian  dan 

 dapat diestimasi. Untuk mengestimasi parameter 
 pada (5) dengan fungsi likelihood seperti pada (3), 

maka estimasi (5) dengan Metode MLE dimulai 
dengan melogaritmanaturalkan (3), sehingga: 
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ln ( , ) = − 2 ln(2π) −	2 ln| | − 12 tr(  
                       ( − ) ( − )                        (7) 
 
Kondisi optimal dicapai bila memenuhi kondisi 
berikut ini: Logaritma natural dari fungsi likelihood 
(7) diturunkan terhadap  dan disamakan dengan 
nol, maka: 
 ∂ln ( , ) = −12 tr −2 −  																					= − tr 2 − = 0, 
diperoleh = ( ) 	  
 
Persamaan (7) kemudian diturunkan terhadap  
dan disama-kan dengan nol, sehingga didapat: 
 ( , ) = − tr − − −) = 0, diperoleh = 	 − −  
  
Metode LDL untuk memaksimumkan (3) dengan 
kendala: 
 Vec( ) − Vec( ) Var Vec( ) Vec( ) −Vec( ) ≤ , ,   
 
dimana , ,  adalah nilai tabel dari Distribusi F; = , = − − 1.  Metode ini dimulai dengan 
membuat ln ( , ) seperti pada (7), kemudian 
menentukan  dan  untuk mendapatkan ln | . Langkah selanjutnya adalah 
membuat LDL . 
 
Estimasi dari  setelah outlier dikeluarkan  
adalah:  = −	( ) 		 −  
dimana: =	 ( ) 	 ;  = −; + − = −  dan ~ , ( ) 	 ⊗ +( ) 	 −) 	Var .  , dimana  =	 − . 
 
Serupa dengan estimasi  setelah outlier 
dikeluarkan  adalah: 
 = 	 − − .	
 
Permasalahan di atas bersifat umum karena 
estimasi parameter diperoleh dengan Metode MLE 
yang masih bersifat umum, sehingga nilai optimal 
yang diperoleh bisa saja bukan nilai yang paling 
optimal. Oleh karena itu digunakan pengganda 
Lagrange, sehingga nilai optimal yang diperoleh 

diharapkan merupakan nilai yang paling optimal 
pada daerah kepercayaan yang telah ditentukan. 
 
Fungsi likelihood dengan kendala sebanyak m 
pengamatan yang diduga outlier adalah: 
 | =(2π) | | exp − tr , dimana:                            										 = − −  						= − ( ) 	 − 	   dan  = + .    							= − 	 − 	 
 
Setelah mendapatkan  dan  selanjutnya 
menentukan fungsi Likelihood untuk pengamatan 
yang ada outlier yaitu: 
 
 LDL = LDL ( | ) = 2 ln , −																				ln , 	                                   (8)   

               
dengan melogaritmanaturalkan dan membuang 

 pada (8), maka:  
 	LDL = ln | || |     

   	= ln ln | || |                             (9)   
 
Selanjutnya menentukan nilai eigen dari  
didapat , … , .  LDL  didekati dengan LDL =∑ , dimana  adalah nilai eigen dari ,	 = ,… , , sehingga:  LDL ~ , , . 
 
Statistik uji yang dipakai untuk mendeteksi adanya 
outlier pada pengamatan dalam model linear multi-
variat dengan Metode LDL adalah LDL seperti 
pada (9). 
 
Penentuan outlier dengan membandingkan LDL 	dan , ,  dengan: :   bukan outlier  dan  :  adalah outlier.  
Jika LDL > . , maka tolak , artinya 
pengamatan ke-i adalah outlier. 
 
Penentuan Faktor-Faktor yang Mempenga-
ruhi Produksi Gula dan Tetes Tebu 
 

 Pendeteksian outlier dengan Metode LDL meng-
gunakan pengganda Lagrange berupa daerah 
kepercayaan dari vektor parameter yang mana 
pengamatan yang diduga outlier telah dihilangkan. 
Untuk mengetahui faktor-faktor yang mempe-
ngaruhi produksi gula dan tetes tebu di PGDB 
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Jombang dengan adanya kasus outlier, dimulai 
dengan menetapkan variabel bebas, yaitu X1 adalah 
berat tebu dengan mutu A dalam kuintal, X2 adalah 
berat tebu dengan mutu B1 dalam kuintal, X3 adalah 
berat tebu dengan mutu B2 dalam kuintal, X4 adalah 
berat tebu dengan mutu B3 dalam kuintal, dan X5 
adalah banyaknya air imbibisi yang digunakan 
dalam kuintal. Setelah variabel bebas ditetapkan 
maka variabel terikat ditetapkan variabel terikat, 
yaitu Y1 adalah banyaknya gula yang dihasilkan 
dalam kuintal dan Y2 adalah berat tetes yang 
dihasilkan dalam kuintal. Selanjutnya mendeteksi 
adanya kasus multikolinearitas, menguji korelasi 
antara kedua variabel terikat, dan melakukan pemi-
lihan model terbaik, serta menginterpretasikan 
model tersebut. 
 
Pendeteksian outlier dengan Metode LDL dilakukan 
pada pengamatan selama periode giling kedua 
hingga kesembilan bulan Juni sampai dengan 
September 2007 di PGDB Jombang (Saputri [13]). 
Jika n = 122, p = 5, dan q = 2, maka dengan meng-
gunakan Matlab 7.9, diperoleh: 
 = ( )   = −45,57 −0,001 −0,015101,50 −0,005 −0,037			 −0,275 0,001 0,229−0,0096 0,058 0,172  

dan 
 = − −   

    = 0,6788	x	10 0,3489	x	100,3489	x	10 2,9726	x	10  
 
Selanjutnya dicari nilai dari LDL  dan nilai , 
lalu membandingkannya. Dari pengamatan di 
PGDB Jombang dengan Metode LDL, dimana: , ,  =  9,155; = 0,05; dan = 0,5,	diperoleh 
nilai-nilai LDL .  Dari perhitungan diperoleh nilai LDL = 11,483; LDL = 9,591 dan LDL =11,349; dan nilai ini lebih besar dari 9,155; berarti 
dari 122 pengamatan, ada 3 pengamatan yang 
dapat dianggap sebagai outlier yaitu pengamatan 
ke-3, ke-71, dan ke-116.  
 
Selanjutnya melakukan pemilihan model terbaik 
berdasarkan Metode Eliminasi Backward Multi-
variat. Hasilnya terlihat pada Tabel 1. 
 
Dalam Tabel 1 diperlihatkan bahwa variabel X1 
memberikan pengaruh yang tidak signifikan (P-
Value = 0,893) terhadap variabel Y1 dan Y2, 
sedangkan variabel X2, X3, X4, dan X5 memberikan 
pengaruh yang signifikan terhadap variabel Y1 dan 
Y2 dengan P-Value berturut-turut adalah 0,004, 
0,000, 0,000, dan 0,000. 
 
Dari Tabel U diketahui nilai U0,05(2, 6, 116) = 0,835. 
Didapat nilai Λ < U0,05(2, 6, 116), sehingga  dapat  di- 

Tabel 1. Pemilihan model terbaik berdasarkan metode 
eliminasi backward multivariat 

Model Variabel 
bebas P-Value Keterangan 

1 

X1 0,893 
X1  

dikeluarkan 
X2 0,000 
X3 0,000 
X4 0,000 
X5 0,000 

2 

X2 0,004 Prosedur 
eliminasi 
Backward 
berhenti 

X3 0,000 
X4 0,000 
X5 0,000 

 
Tabel 2. Uji untuk mengetahui pengaruh seluruh variabel 
bebas terhadap seluruh variabel terikat secara serentak 

Variabel 
Bebas 

Wilk’s 
Lambda 

P-Value 

X2 0,924 0,015 
X3 0,818 0,000 
X4 0,941 0,039 
X5 0,345 0,000 

 
simpulkan bahwa model yang telah diduga sudah 
signifikan. Hasil pengujian untuk mengetahui 
pengaruh seluruh variabel bebas terhadap seluruh 
variabel terikat secara serentak terlihat pada Tabel 2. 
 
Dalam Tabel 2 diperlihatkan bahwa seluruh P-
Value signifikan pada =5%, sehingga disimpulkan 
bahwa berat tebu mutu B1, B2, B3, dan air imbibisi 
mempengaruhi secara simultan terhadap produksi 
gula dan tetes tebu. 
 
Selanjutnya berdasarkan ke-4 variabel yang signifi-
kan tersebut diperoleh model linear dengan penga-
matan tanpa outlier sebagai berikut:  
 = −36,0104 − 0,0143 + 0,315 	  
             	−0,0024 + 0,2256  = 133,990 − 0,026 + 0,001 	  
             	−0,031 + 0,159  
 
dimana  adalah produksi gula dan  adalah 
tetes yang dihasilkan; , , ,  dan  berturut-
turut adalah berat tebu mutu B1, B2, B3, dan air 
imbibisi yang digunakan. Model pertama tersebut 
memiliki nilai koefisien determinasi sebesar 71,09%. 
Hal ini menunjukkan bahwa variabilitas produksi 
gula yang mampu dijelaskan oleh variabel berat 
tebu mutu B1, B2, B3, dan air imbibisi sebesar 
71,09%. Model kedua menunjukkan hubungan 
antara tetes tebu dengan variabel berat tebu mutu 
B1, B2, B3, dan air imbibisi. Model kedua tersebut 
memiliki nilai koefisien determinasi sebesar 30,26%. 
Hal ini menunjukkan bahwa variabilitas tetes tebu 
yang mampu dijelaskan oleh variabel berat tebu 
mutu B1, B2, B3, dan air imbibisi sebesar 30,26%. 
Perbedaan koefisien determinasi tersebut cukup 
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masuk akal mengingat produksi gula merupakan 
produksi utama, sedangkan tetes tebu merupakan 
produksi sampingan. Berdasarkan hasil analisis 
dengan uji serentak (multivariat) dapat disimpulkan 
bahwa faktor-faktor yang  mempengaruhi produksi 
gula dan tetes tebu adalah tebu bersih dengan 
kotoran lebih kecil dari 5%, tebu dengan kotoran 5% 
sampai dengan 7%, tebu sangat kotor dengan 
kotoran lebih besar dari 7%, dan air imbibisi. 
 

Simpulan 
 
Metode LDL dapat mendeteksi adanya outlier pada 
pengamatan produksi gula dan tetes tebu pada 
PGDB Jombang. Berdasarkan 122 pengamatan 
yang berhasil dikumpulkan dapat diidentifikasi out-
lier pada pengamatan ke-3, ke-71, dan ke-116. 
Berdasarkan hasil analisis dapat disimpulkan bah-
wa faktor-faktor yang mempengaruhi produksi gula 
dan tetes tebu adalah tebu bersih dengan kotoran 
lebih kecil dari 5%, tebu dengan kotoran 5% sampai 
dengan 7%, tebu sangat kotor dengan kotoran lebih 
besar dari 7%, dan air imbibisi.   
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