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Abstract: To hold a workpiece firmly at its place, a fixture is required. Some previous studies have 
discussed the balance of forces and moments that are based on kinematic model, screw theory, 
contact force and position error. The most fundamental problem in the design of the fixture is to 
determine the coordinates of a locator and clamp and a clamping force, so that the workpiece is 
stable during the machining process. This paper discusses an optimization model to determine 
the coordinates of the locator and clamp and the clamping force, focusing to the balance of forces 
and moments. Specifically, the optimization model developed is used for solving the problem of 
fixturing the workpiece applying the 3-2-1 principle. Numerical examples are given to illustrate 
the application of the model. The optimization model is solved using standard nonlinear 
programming software. 
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Pendahuluan 
 

Penetap (fixture) merupakan alat bantu yang 
digunakan pada pemesinan, perakitan, inspeksi, 
dan berbagai operasi manufaktur lainnya. Dalam 
proses pemesinan, benda-kerja akan mengalami 
gaya dan momen pemotongan, sehingga diperlukan 
penetap untuk memegang benda-kerja agar diam 
pada tempatnya. Hal ini diperlukan agar benda-
kerja hasil pemesinan sesuai dengan spesifikasi 
desainnya. Penetap terdiri dari lokator dan klem. 
Lokator berperan untuk menjaga benda-kerja 
berada pada tempatnya, sedangkan klem berperan 
untuk menghilangkan pergerakan yang terjadi, 
dengan memberikan gaya yang akan melawan 
pergerakan benda-kerja. 
 

Suatu benda-kerja pada ruang tiga dimensi, dapat 
bergerak pada dua-belas arah (memiliki dua-belas 
derajat kebebasan). Penetapan (fixturing) dengan 
prinsip 3-2-1 menempatkan tiga lokator bawah, dua 
lokator samping, dan satu lokator pada samping 
lainnya, sehingga benda-kerja hanya memiliki tiga 
derajat kebebasan. Untuk memegang benda kerja 
pada tempatnya (nol derajat kebabasan), digunakan 
satu klem atas, satu klem  samping, dan satu klem 
samping lainnya, yang masing-masing berlawanan 
dengan  arah lokator. 
 

Untuk memegang benda-kerja pada tempatnya, 
diperlukan analisis keseimbangan gaya dan momen 
yang terjadi. Beberapa penelitian sebelumnya yang 
membahas ini diantaranya adalah Asada dan By [1] 
yang mengembangkan model kinematik penetap. 
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* Penulis korespondensi 

Chou et al. [2] menerapkan teori ulir (screw theory) 

dalam merumuskan keseimbangan penetap untuk 

benda-kerja prismatik kaku, dalam upaya menda-

patkan gaya klem yang fisibel. Ariastuti et al. [3] 

menggunakan model Chou untuk mendapatkan 

koordinat lokator dan klem, dengan cara memeriksa 

fisibilitas keseimbangan gaya dan momen dari 

koordinat lokator dan klem. Koordinat lokator dan 

klem ditentukan dengan pembagian simetris pada 

benda-kerja. Jika tidak fisibel, dilakukan penggeser-

an pada koordinat alternatif yang telah ditentukan. 

Nudu dan Toha [4] mengembangkan model/algorit-

ma Ariastuti et al. [3] untuk penetapan pada 

penetap modular basis lubang. Titik-titik koordinat 

hasil pembagian simetri dibulatkan (integer) ter-

hadap jarak antar lubang penetap modular basis 

lubang yang digunakan. Serupa dengan Nudu dan 

Toha [4], Diratama dan Toha [5] mengembangkan 

perangkat-lunak dan set penetap modular basis 

lubang untuk pembuatan komponen prismatik 

presstool. 

 

Penelitian yang membahas permasalahan penetap-

an dengan memanfaatkan model optimasi antara 

lain Wang dan Pelinescu [6]. Penelitian tersebut  

melakukan analisis gaya kontak yang diformulasi-

kan menjadi programa non-linear dengan fungsi 

tujuan minimum norm gaya pasif, dengan fungsi 

pembatas keseimbangan gaya dan momen yang 

linear. Qin dan Zhang [7] melakukan analisis ke-

stabilan benda-kerja dengan mentransformasikan 

sistem persamaan keseimbangan gaya dan momen 

menjadi persoalan programa linear. Qin et al. [8]   

melakukan analisis dan optimasi skema penempat-

an penetap yang menghasilkan prinsip dan kriteria 

desain optimal. Qin et al. [9] melakukan analisis dan 

optimasi urutan pencekaman yang akan memini-

mumkan deformasi dan kesalahan posisi benda-

kerja dengan fungsi pembatas geometri dan deviasi. 

Krishnakumar dan Melkote [10] serta Kaya [11] 

melakukan optimasi tata-letak lokator untuk me-
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nentukan koordinat lokator dan klem agar pergeser-

an yang terjadi minimum. Dalam hal ini gaya klem 

diketahui/ditetapkan. Kedua penelitian tersebut  tidak 

menggunakan programa matematika, tetapi meng-

gunakan algoritma genetika (genetic algorithm). 

Serupa dengan kedua penelitian tersebut, Vishnu-

priyan, et al. [12] melakukan optimasi tata-letak 

lokator untuk memenuhi kebutuhan toleransi yang 

dipengaruhi oleh kesalahan penempatan, meng-

gunakan algoritma genetika.  

 

Penelitian-penelitian di atas merupakan penelitian 

yang penting dalam pembahasan desain penetap. 

Namun hal yang paling mendasar dalam desain 

penetap adalah menentukan koordinat lokator dan 

klem serta gaya klem, agar benda-kerja stabil se-

lama proses pemesinan. Penelitian-penelitian ter-

sebut di atas memfokuskan pada evaluasi fisibilitas 

koordinat dan besarnya gaya klem yang ditetapkan. 

Oleh karena itu, makalah ini akan membahas model 

optimasi penetapan benda-kerja untuk mendapat-

kan koordinat dan besarnya gaya klem, serta koor-

dinat dan besarnya gaya reaksi lokator yang mem-

perhatikan keseimbangan gaya dan momen. Solusi 

optimal yang diperoleh, dapat digunakan untuk 

mengevaluasi perubahan koordinat gaya pemesinan 

yang terjadi pada pembentukan benda-kerja 

 

Metode Penelitian 
 

Model Penetapan Benda-kerja 
 

Elemen penetap (fixture elements) terbagi menjadi 

elemen aktif dan pasif. Lokator bawah dan lokator 

sisi adalah elemen penetap pasif, karena gaya yang 

bekerja berupa gaya reaksi. Klem adalah elemen 

penetap aktif, yang memberikan gaya untuk 

menahan gaya luar yang berupa gaya pemotongan/ 

pemesinan.  

 

Model Chou merupakan persamaan kesetimbangan 

gaya pada elemen–elemen penetap (lokator dan 

klem). Ilustrasi gaya-gaya yang terjadi untuk pene-

tapan,  diperlihatkan pada Gambar 1. 
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Gambar 1. Ilustrasi gaya-gaya pada penetapan 

Dalam bentuk matriks, persamaan kesetimbangan 

gaya dan momen berbentuk: 

                             (1) 

dimana: 

   matriks arah (arah gaya, serta arah dan pan-

jang lengan momen) yang bekerja pada 

lokator. 

   matriks arah klem. 

   matriks arah pemotongan/pemesinan. 

   matriks gaya yang bekerja pada lokator. 

   matriks gaya klem. 

   matriks gaya pemesinan. 

Pada persamaan tersebut gaya berat diabaikan.  

 

Permasalahan penetapan di sini adalah permasa-

lahan untuk memastikan bahwa lokator menahan/ 

bersentuhan dengan benda-kerja. Menggunakan per-

samaan (1), gaya lokator dapat dinyatakan sebagai: 

      
  (         )            (2) 

dimana format matriks arah dibentuk oleh arah 

normal searah sumbu        dan arah momen putar 

pada sumbu      . Matriks gaya dibentuk oleh 

besarnya gaya pada arah sumbu      . 

   [
 

   
]  

[
 
 
 
 
 
 

                        
                        

                        

               

            

               ]
 
 
 
 
 
 

,   [

  
  
  

] 

dimana: 

   matriks arah (arah gaya, serta arah & panjang 

lengan momen)lokator (  ), klem (  ), atau 

pemesinan (  ). 

  matriks arah normal. 

  matriks panjang lengan. 

   matriks gaya lokator (  ), klem (  ), atau 

emesinan (  ). 

   besarnya gaya pada arah sumbu      . 

   panjang lengan momen pada sumbu      . 

   normal searah sumbu      . 

 

Model Optimasi Penetapan Benda-kerja dengan 

Prinsip 3-2-1  

 

Dengan menggunakan prinsip 3-2-1, yaitu tiga 

lokator bawah, dua lokator samping, satu lokator 

samping lainnya, dan tiga klem, serta pemesinan 

dengan spindel tunggal, maka arah dan gaya-gaya 

yang bekerja pada benda-kerja dengan bidang datar 

yang saling ortogonal, diperlihatkan pada Gambar 

2. Pada gambar tersebut, koordinat lokator dan 

klem belum mempertimbangkan keberadaan fitur 

(features) pemesinan. 
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Gambar 2. Penetapan dengan prinsip 3-2-1 

 

Notasi yang digunakan adalah: 

     menyatakan besarnya jenis gaya  , 

pada titik yang ke  , dengan arah  . 

       ; untuk              ; 

untuk            ; dan untuk 

       ;        . 

  indeks   gaya lokator. 

  indeks   gaya klem. 

M  indeks   gaya pemesinan. 

  indeks   dengan arah sumbu  . 

  indeks   dengan arah sumbu  . 

  indeks   dengan arah sumbu  . 

(              )  titik koordinat gaya  , pada titik yang 

ke  , pada sumbu      . 

       jarak gaya   di titik yang ke   pada 

sumbu  , dari pusat koordinat. 

     jarak gaya   di titik yang ke   pada 

sumbu  , dari pusat koordinat yang 

sudah diketahui/ditentukan. 

    arah normal gaya, bernilai 1 jika 

arah positif, bernilai -1 jika arah 
negatif, bernilai nol jika tidak ada. 

      menyatakan besarnya momen karena 

gaya  , pada titik yang ke  , dengan 
arah  . 

      besarnya gaya   di titik yang ke   

pada sumbu   yang sudah diketahui. 
 

Oleh karena pada model yang dikembangkan gaya 
pemesinan akan ditahan oleh gaya klem dan gaya 
lokator, maka secara teoritis benda-kerja diam, 
sehingga gaya gesek tidak terjadi atau dapat diabai-
kan. 
 

Persamaan kesetimbangan gaya dan momen (1) 
terdiri dari perkalian matriks arah dan matriks 
gaya. Matriks arah    dan besar gaya    yang 

bekerja pada lokator adalah: 

    [      6]  [[
   

     
]  [

  6

    6
]] 
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                         ]
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  6                                 
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         6    6   6    6 

  6    6     6    6 

   6    6   6    6       ]
 
 
 
 
 
 

 

 

   [      6]
  [[

    

    

    

]  [

  6 

  6 

  6 

]]

 

 

Perkalian 𝒘𝐿 dan 𝒇𝐿 menghasilkan: 

 

𝒘𝐿 𝒇𝐿  

[
 
 
 
 
 
 
 𝑓𝐿𝑗𝑥𝑗

 𝑓𝐿𝑗𝑦𝑗

 𝑓𝐿𝑗𝑧𝑗

 𝑚𝐿𝑗𝑥𝑗

 𝑚𝐿𝑗𝑦𝑗

 𝑚𝐿𝑗𝑧𝑗 ]
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 

𝑛𝐿 𝑥 𝑓𝐿 𝑥  ⋯ 𝑛𝐿6𝑥 𝑓𝐿6𝑥
𝑛𝐿 𝑦 𝑓𝐿 𝑦  ⋯ 𝑛𝐿6𝑦 𝑓𝐿6𝑦
𝑛𝐿 𝑧 𝑓𝐿 𝑧  ⋯ 𝑛𝐿6𝑧 𝑓𝐿6𝑧

 𝑟𝐿 𝑧 𝑛𝐿 𝑦 𝑓𝐿 𝑦  𝑟𝐿 𝑦 𝑛𝐿 𝑧 𝑓𝐿 𝑧  ⋯ 𝑟𝐿6𝑧 𝑛𝐿6𝑦 𝑓𝐿6𝑦  𝑟𝐿6𝑦 𝑛𝐿6𝑧 𝑓𝐿6𝑧
𝑟𝐿 𝑧 𝑛𝐿 𝑥 𝑓𝐿 𝑥  𝑟𝐿 𝑥 𝑛𝐿 𝑧 𝑓𝐿 𝑧  ⋯ 𝑟𝐿6𝑧 𝑛𝐿6𝑥 𝑓𝐿6𝑥  𝑟𝐿6𝑥 𝑛𝐿6𝑧 𝑓𝐿6𝑧

 𝑟𝐿 𝑦 𝑛𝐿 𝑥 𝑓𝐿 𝑥  𝑟𝐿 𝑥 𝑛𝐿 𝑦 𝑓𝐿 𝑦  ⋯ 𝑟𝐿6𝑦 𝑛𝐿6𝑥 𝑓𝐿6𝑥  𝑟𝐿6𝑥 𝑛𝐿6𝑦 𝑓𝐿6𝑦]
 
 
 
 
 
 

 

  

𝒘𝐿 𝒇𝐿  

[
 
 
 
 
 
 

𝑓𝐿3𝑥
𝑓𝐿 𝑦  𝑓𝐿2𝑦

𝑓𝐿4𝑧  𝑓𝐿5𝑧  𝑓𝐿6𝑧
 𝑟𝐿 𝑧 𝑓𝐿 𝑦  𝑟𝐿2𝑧 𝑓𝐿2𝑦  𝑟𝐿4𝑦 𝑓𝐿4𝑧  𝑟𝐿5𝑦 𝑓𝐿5𝑧  𝑟𝐿6𝑦 𝑓𝐿6𝑧

𝑟𝐿3𝑧 𝑓𝐿3𝑥  𝑟𝐿4𝑥 𝑓𝐿4𝑧  𝑟𝐿5𝑥 𝑓𝐿5𝑧  𝑟𝐿6𝑥 𝑓𝐿6𝑧
𝑟𝐿 𝑥 𝑓𝐿 𝑦  𝑟𝐿2𝑥 𝑓𝐿2𝑦  𝑟𝐿3𝑦 𝑓𝐿3𝑥 ]

 
 
 
 
 
 

  (3) 
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Perkalian 𝒘𝐶 dan 𝒇𝐶 menghasilkan: 
 

𝒘𝐶  𝒇𝐶  

[
 
 
 
 
 
 
 𝑓𝐶𝑗𝑥𝑗

 𝑓𝐶𝑗𝑦𝑗

 𝑓𝐶𝑗𝑧𝑗

 𝑚𝐶𝑗𝑥𝑗

 𝑚𝐶𝑗𝑦𝑗

 𝑚𝐶𝑗𝑧𝑗 ]
 
 
 
 
 
 

  

[
 
 
 
 
 
 

𝑛𝐶 𝑥 𝑓𝐶 𝑥  ⋯ 𝑛𝐶3𝑥 𝑓𝐶3𝑥

𝑛𝐶 𝑦 𝑓𝐶 𝑦  ⋯  𝑛𝐿6𝑦  𝑓𝐿6𝑦
𝑛𝐶 𝑧  𝑓𝐶 𝑧  ⋯  𝑛𝐿6𝑧  𝑓𝐿6𝑧

 𝑟𝐶 𝑧  𝑛𝐶 𝑦 𝑓𝐶 𝑦  𝑟𝐶 𝑦  𝑛𝐶 𝑧 𝑓𝐶 𝑧  ⋯ 𝑟𝐶3𝑧  𝑛𝐶3𝑦  𝑓𝐶3𝑦  𝑟𝐶3𝑦  𝑛𝐶3𝑧 𝑓𝐶3𝑧

𝑟𝐶 𝑧  𝑛𝐶 𝑥  𝑓𝐶 𝑥  𝑟𝐶 𝑥  𝑛𝐶 𝑧 𝑓𝐶 𝑧  ⋯ 𝑟𝐶3𝑧  𝑛𝐶3𝑥  𝑓𝐶3𝑥  𝑟𝐶3𝑥  𝑛𝐶3𝑧  𝑓𝐶3𝑧

 𝑟𝐶 𝑦  𝑛𝐶 𝑥  𝑓𝐶 𝑥  𝑟𝐶 𝑥  𝑛𝐶 𝑦  𝑓𝐶 𝑦  ⋯ 𝑟𝐶3𝑦  𝑛𝐶3𝑥 𝑓𝐶3𝑥  𝑟𝐶3𝑥  𝑛𝐶3𝑦 𝑓𝐶3𝑦]
 
 
 
 
 
 

  

𝒘𝐶  𝒇𝐶  

[
 
 
 
 
 
 

 𝑓𝐶 𝑥 𝑓𝐶2𝑥 𝑓𝐶3𝑥

 𝑓𝐶 𝑦 𝑓𝐶2𝑦 𝑓𝐶3𝑦

 𝑓𝐶 𝑧 𝑓𝐶2𝑧 𝑓𝐶3𝑧

 𝑟𝐶 𝑦  𝑓𝐶 𝑧  𝑟𝐶2𝑧  𝑓𝐶2𝑦

𝑟𝐶 𝑥  𝑓𝐶 𝑧  𝑟𝐶3𝑧  𝑓𝐶3𝑥

 𝑟𝐶2𝑥  𝑓𝐶2𝑦  𝑟𝐶3𝑦  𝑓𝐶3𝑥]
 
 
 
 
 
 

.  (4) 

 

Matriks arah dan besar gaya pemesinan (𝒘𝑀 dan 𝒇𝑀) adalah: 
 

𝒘𝑀  [𝒘𝑀 ]  [
𝒏𝑀 

𝒓  𝒏𝑀 
]  

[
 
 
 
 
 
 

𝑛𝑀 𝑥                                 
                  𝑛𝑀 𝑦                

                                  𝑛𝑀 𝑧

       𝑟𝑀 𝑧  𝑛𝑀 𝑦 𝑟𝑀 𝑦  𝑛𝑀 𝑧

𝑟𝑀 𝑧  𝑛𝑀 𝑥   𝑟𝑀 𝑥  𝑛𝑀 𝑧

 𝑟𝑀 𝑦  𝑛𝑀 𝑥 𝑟𝑀 𝑥  𝑛𝑀 𝑦       ]
 
 
 
 
 
 

. 

 

𝒇𝑀  [𝒇𝑀 ]  [𝑓𝑀 𝑥 𝑓𝑀 𝑦 𝑓𝑀 𝑧]𝑇. 

 

Perkalian 𝒘𝑀 dan 𝒇𝑀 menghasilkan: 
 

𝒘𝑀  𝒇𝑀  

[
 
 
 
 
 
 
 𝑓𝑀𝑗𝑥𝑗

 𝑓𝑀𝑗𝑦𝑗

 𝑓𝑀𝑗𝑧𝑗

 𝑚𝑀𝑗𝑥𝑗

 𝑚𝑀𝑗𝑦𝑗

 𝑚𝑀𝑗𝑧𝑗 ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 

𝑛𝑀 𝑥 𝑓𝑀 𝑥

𝑛𝑀 𝑦 𝑓𝑀 𝑦

𝑛𝑀 𝑧 𝑓𝑀 𝑧

 𝑟𝑀 𝑧  𝑛𝑀 𝑦 𝑓𝑀 𝑦  𝑟𝑀 𝑦  𝑛𝑀 𝑧 𝑓𝑀 𝑧

𝑟𝑀 𝑧  𝑛𝑀 𝑥 𝑓𝑀 𝑥  𝑟𝑀 𝑥  𝑛𝑀 𝑧 𝑓𝑀 𝑧

 𝑟𝑀 𝑦  𝑛𝑀 𝑥 𝑓𝑀 𝑥  𝑟𝑀 𝑥  𝑛𝑀 𝑦  𝑓𝑀 𝑦]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 

 𝐹𝑀 𝑥

 𝐹𝑀 𝑦

 𝐹𝑀 𝑧

𝑅𝑀 𝑧 𝐹𝑀 𝑦  𝑅𝑀 𝑦  𝐹𝑀 𝑧

 𝑅𝑀 𝑧 𝐹𝑀 𝑥  𝑅𝑀 𝑥 𝐹𝑀 𝑧

𝑅𝑀 𝑦  𝐹𝑀 𝑥  𝑅𝑀 𝑥  𝐹𝑀 𝑦 ]
 
 
 
 
 
 

.  (5) 

 

Substitusi persamaan (3), (4), dan (5) pada persamaan (1) menghasilkan: 
 

𝒘𝐿  𝒇𝐿  𝒘𝐶  𝒇𝐶  𝒘𝑀  𝒇𝑀  

[
 
 
 
 
 
 
 𝑓𝐿𝑗𝑥𝑗

 𝑓𝐿𝑗𝑦𝑗

 𝑓𝐿𝑗𝑧𝑗

 𝑚𝐿𝑗𝑥𝑗

 𝑚𝐿𝑗𝑦𝑗

 𝑚𝐿𝑗𝑧𝑗 ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 𝑓𝐶𝑗𝑥𝑗

 𝑓𝐶𝑗𝑦𝑗

 𝑓𝐶𝑗𝑧𝑗

 𝑚𝐶𝑗𝑥𝑗

 𝑚𝐶𝑗𝑦𝑗

 𝑚𝐶𝑗𝑧𝑗 ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 𝑓𝑀𝑗𝑥𝑗

 𝑓𝑀𝑗𝑦𝑗

 𝑓𝑀𝑗𝑧𝑗

 𝑚𝑀𝑗𝑥𝑗

 𝑚𝑀𝑗𝑦𝑗

 𝑚𝑀𝑗𝑧𝑗 ]
 
 
 
 
 
 

 

[
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 ]
 
 
 
 
 

  (6) 

 

Persamaan (6) menjadi: 
 

 𝑓𝑖𝑗𝑥   𝑓𝐿𝑗𝑥𝑗   𝑓𝐶𝑗𝑥𝑗   𝑓𝑀𝑗𝑥𝑗  𝑓𝐿3𝑥  𝑓𝐶3𝑥  𝐹𝑀 𝑥   𝑖 𝑗   (7) 

 𝑓𝑖𝑗𝑦   𝑓𝐿𝑗𝑦𝑗   𝑓𝐶𝑗𝑦𝑗   𝑓𝑀𝑗𝑦𝑗  𝑓𝐿 𝑦  𝑓𝐿2𝑦  𝑓𝐶2𝑦  𝐹𝑀 𝑦   𝑖 𝑗            (8) 

 𝑓𝑖𝑗𝑧   𝑓𝐿𝑗𝑧𝑗   𝑓𝐶𝑗𝑧𝑗   𝑓𝑀𝑗𝑧𝑗  𝑓𝐿4𝑧  𝑓𝐿5𝑧  𝑓𝐿6𝑧  𝑓𝐶 𝑧  𝐹𝑀 𝑧   𝑖 𝑗            (9) 

 𝑚𝑖𝑗𝑥   𝑚𝐿𝑗𝑥𝑗   𝑚𝐶𝑗𝑥𝑗   𝑚𝑀𝑗𝑥𝑗𝑖 𝑗   𝑟𝐿 𝑧 𝑓𝐿 𝑦  𝑟𝐿2𝑧  𝑓𝐿2𝑦  𝑟𝐿4𝑦  𝑓𝐿4𝑧  𝑟𝐿5𝑦  𝑓𝐿5𝑧  𝑟𝐿6𝑦  𝑓𝐿6𝑧  

𝑟𝐶 𝑦  𝑓𝐶 𝑧  𝑟𝐶2𝑧  𝑓𝐶2𝑦  𝑅𝑀 𝑧 𝐹𝑀 𝑦  𝑅𝑀 𝑦  𝐹𝑀 𝑧                                                          (10) 

 𝑚𝑖𝑗𝑦   𝑚𝐿𝑗𝑦𝑗   𝑚𝐶𝑗𝑦𝑗   𝑚𝑀𝑗𝑦𝑗𝑖 𝑗  𝑟𝐿3𝑧 𝑓𝐿3𝑥  𝑟𝐿4𝑥 𝑓𝐿4𝑧  𝑟𝐿5𝑥 𝑓𝐿5𝑧  𝑟𝐿6𝑥  𝑓𝐿6𝑧  𝑟𝐶 𝑥  𝑓𝐶 𝑧  

𝑟𝐶3𝑧  𝑓𝐶3𝑥  𝑅𝑀 𝑧  𝐹𝑀 𝑥  𝑅𝑀 𝑥 𝐹𝑀 𝑧            (11) 
 𝑚𝑖𝑗𝑧   𝑚𝐿𝑗𝑧𝑗   𝑚𝐶𝑗𝑧𝑗   𝑚𝑀𝑗𝑧𝑗𝑖 𝑗  𝑟𝐿 𝑥 𝑓𝐿 𝑦  𝑟𝐿2𝑥  𝑓𝐿2𝑦  𝑟𝐿3𝑦  𝑓𝐿3𝑥  𝑟𝐶2𝑥  𝑓𝐶2𝑦  𝑟𝐶3𝑦  𝑓𝐶3𝑥  

𝑅𝑀 𝑦 𝐹𝑀 𝑥  𝑅𝑀 𝑥 𝐹𝑀 𝑦            (12) 

 



Diratama et al. / Model Optimasi Fixturing Benda-Kerja dengan Prinsip 3-2-1 / JTI, Vol. 19, No. 1, Juni 2017, pp. 11–20 

 15 

Suatu penetapan akan memenuhi fungsinya jika 

lokator menahan atau bersentuhan dengan benda-

kerja, yaitu nilai     . Agar lokator bersentuhan 

dan tidak terjadi deformasipada benda-kerja, maka 

gaya lokator harusnon-negatif dan minimum. 

Dalam hal ini, gaya berat diabaikan, serta tidak 

terjadi gesekan dan defleksi/ deformasi pada lokator 

dan klem. Dengan demikian fungsi tujuan dari pe-

netapan adalah meminimumkan   , dengan mem-

perhatikan kesembangan gaya dan momen yang 

terjadi. Formulasi dasar model optimasinya adalah: 

                   

dengan memperhatikan: 

                     (13) 

    , adalah pembatas non-negatif 

 

Proposisi berikut menunjukkan bahwa meminimum-

kan gaya lokator, sama halnya dengan memini-

mumkan gaya klem. Dengan kata lain, memini-

mumkan gaya lokator, akan dengan sendirinya 

meminimumkan gaya klem. 

 

Proposisi: 

Untuk formulasi (13), fungsi tujuan yang memini-

mumkan gaya locator; 

    3         2    4    5    6               (14) 

ekivalen dengan meminimumkan gaya klem 

     3    2                    (15) 

 

Bukti: 

                                 . 

               3         2    4    5    6  

 

Substitusi persamaan (7), (8), dan (9) pada fungsi 

tujuan, diperoleh: 
       (  3 )  (       2 )  (  4    5    6 ) 

         (  3      )  (  2      )  (         ) 

           3    2       (              ) 

 

Oleh karena (              ) adalah konstan-

ta, maka: 
      (  3 )  (       2 )  (  4    5    6 ) 

                       3    2       ▄ 

 

Menggunakan fungsi tujuan (14), dan pembatas 

persamaan (7) sampai dengan (12), maka formulasi 

(13)  menjadi: 

        3         2    4    5    6     (16) 

dengan memperhatikan:    

  3    3         

       2    2         

  4    5    6              

             2    2    4    4    5    5  

   6    6              2    2            

             

  3    3    4    4    5    5    6    6  

             3    3                        
            2    2    3    3    2    2  

   3    3                        

 

Variabel keputusan formulasi penetapan tersebut 

adalah menentukan titik koordinat lokator (         ), 
(  2    2 ), (  3    3 ), (  4    4 ), (  5    5 ),  

(  6    6 ), dan gaya yang bekerja pada lokator 

       2    3    4    5    6 ; serta koordinat klem 

(         ), (  2    2 ), (  3    3 ), dan gaya klem 

    ,   2 ,   3 . Dalam hal ini,      4    5    6   ; 

       2    3 , koordinat dan besarnya gaya pe-

motongan diketahui/ditentukan.  

 

Untuk memenuhi prinsip 3-2-1, digunakan pemba-

gian simetri, yaitu pembagian daerah penempatan 

lokator secara simetris, seperti yang diperlihatkan 

pada Gambar 3. Pembatas 3-2-1 yang sekaligus 

merupakan pembatas ukuran benda-kerja. Ukuran 

benda-kerja pada masing-masing sumbu adalah 

(        ), dan keberadaan lokator dari tepi benda-

kerja pada masing-masing sumbu tidak kurang dari 

        . Dengan demikian, formulasi umum model 

penetapan yang menggunakan prinsip 3-2-1 adalah: 

 

        3         2    4    5    6       (17) 

dengan memperhatikan: 

  3    3                     (18) 

       2    2                     (19) 

  4    5    6                          (20) 

             2    2    4    4    5    5  

  6    6              2    2            

            (21) 

  3    3    4    4    5    5    6    6  
            3    3            
                        (22) 
            2    2    3    3    2    2  

  3    3                             (23) 

Pembatas non-negatif: 

                   (24) 

Pembatas 3-2-1: 

           ,            

  2    ,   2         

  4    ,   4          

  5         ,    5              (25) 

  6         ,   6          

  3    ,   3        

  4        ,   4        

  5        ,   5        

  6    ,   6         

       ,            

  2    ,   2        
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  3    ,   3        

Pembatas klem: 

Klem atas-z: 

       ,            

       ,            

         

Klem sisi-y:             (26) 

  2    ,   2        

  2      

  2    ,   2        

Klem sisi-x: 
  3      

  3    ,   3        

  3    ,   3        

 

Selain menggunakan pembagian simetri, pemben-

tukan persamaan pembatas 3-2-1 dan persamaan 

pembatas klem, perlu memperhatikan keberadaan 

fitur pemesinan. 

 

Persamaan fungsi tujuan (17) merupakan persama-

an linear. Persamaan pembatas keseimbangan gaya 

(18), (19), dan (20) merupakan persamaan linear.  

 

Persamaan pembatas keseimbangan momen (21), 

(22), dan (23) merupakan persamaan non-linear. 

Persamaan pembatas 3-2-1 (25) dan pembatas klem 

(26) merupakan persamaan linear. Formulasi ter-

sebut merupakan permasalahan pemrograman non-

linear. Untuk menyelesaikan formulasi persoalan 

tersebut, dapat digunakan perangkat-lunak pem-

rograman non-linear standar seperti OpenSolver, 

LINGO, atau lainnya. 

 

Formulasi model optimasi penetapan yang dihasil-

kan merupakan model statis. Untuk mendapatkan 

koordinat lokator dan klem, serta besarnya gaya 

lokator dan klem, dilakukan dengan langkah ber-

ikut:  

 

z

x

y

yLf 1

yLf 2

xLf 3

zLf 6

zLf 5

zCf 1

yMF 1

xMF 1
zMF 1

zLf 4

yCf 2

xCf 3

xB

yB

zB

 

Gambar 3. Pembagian simetri lokator untuk prinsip 3-2-1 

(1) Pilih koordinat dan gaya pemesinan pemben-

tukan fitur manufaktur terbesar. 

(2) Tetapkan arah gaya pemesinan berlawanan 

dengan arah gaya klem, gaya reaksi lokator 

adalah nol, maka gaya klem sama dengan gaya 

pemesinan, yaitu          . 

(3) Susun formulasi model optimasi penetapan per-

samaan (17) sampai dengan (26), dan 

sertakan persamaan pembatas          . 

(4) Dapatkan solusi formulasi model optimasi lang-

kah (2) menggunakan perangkat-lunak pemro-

graman non-linear standar. 

(5) Jika solusi optimal diperoleh, koordinat dan 

gaya lokator serta klem optimal diperoleh. 

Lokator bersentuhan denga benda-kerja. 

(6) Jika tidak, perbaiki besarnya gaya pemesin-

an, kembali ke langkah (1). 

 

Solusi optimal yang diperoleh adalah solusi optimal 

dengan koordinat gaya pemesinan terjauh. Hara-

pannya adalah koordinat lokator dan klem serta 

besarnya gaya klem optimal tersebut dapat me-

nahan gaya-gaya pemesinan untuk seluruh fitur 

manufaktur benda-kerja. 

 

Untuk mengevaluasi perubahan koordinat gaya 

pemesinan, digunakan formulasi model dengan 

koordinat gaya pemesinan yang baru, koordinat 

lokator dan klem hasil  optimasi, serta merelaksasi 

persamaan pembatas gaya klem optimal, yaitu 

         . Gaya klem terpilih adalah gaya klem 

terbesar hasil optimasi seluruh gaya pemesinan 

pembentukan fitur manufaktur benda-kerja. 

  

  Hasil dan Pembahasan 
 

Contoh Numerik 
 

Contoh numerik yang digunakan adalah contoh dari 

Krishnakumar dan Melkote [10] dan Kaya [11]. 

Permasalahan penetapan yang dibahas adalah 

mendapatkan koordinat lokator dan klem yang 

meminimumkan pergeseran. Pada contoh tersebut 

menggunakan bentuk dua-dimensi. Ukuran benda-

kerja adalah         ,         , jarak lokator 

dan klem dari tepi benda-kerja adalah       , 

      . Koordinat dan besarnya gaya pemesinan 

adalah   (            ) dan                  . 

Besarnya gaya klem ditentukan, yaitu      
  2        . Variabel keputusannya adalah koor-

dinat lokator        2    3 , dan koordinat klem 

       2 . Pembatas koordinat lokator adalah 

          ,         2       ;     3  

   , dan pembatas koordinat klem           , 
    2      

 

Menggunakan model optimasi yang dikembangkan, 

formulasi persoalan menjadi: 
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        3         2              (27) 

dengan memperhatikan: 

  3    2                     (28) 

       2                          (29) 

            2    2    3    3    2    2  

                                  30) 

Pembatas non-negatif: 

  3         2                (31) 

Pembatas 3-2-1: 

       ,             

  2        ,   2                    (32) 

  3    ,   3         

Pembatas klem: 

Klem sisi-y: 

       ,                                       (33) 

Klem sisi-x: 

  2    ,   2        

         ,   2    2 . 

 

Formulasi di atas diselesaikan menggunakan pe-

rangkat lunak pemrograman non-linear standar. 

Perbandingan solusi yang dihasilkan oleh 

Krishnakumar dan Melkote [10], Kaya [11], dan 

model yang dikembangkan diperlihatkan pada 

Tabel 1. Untuk mendapatkan koordinat lokator dan 

koordinat klem, Krishnakumar dan Melkote [10]  

dan Kaya [11] menggunakan algoritma genetika. 
 

Nilai fungsi tujuan dari ke tiga model di atas tidak 

berbeda. Hal ini disebabkan karena besarnya gaya 

klem yang digunakan telah ditentukan dengn nilai 

yang sama. 
 

Untuk mendapatkan koordinat lokator dan koor-

dinat klem, serta besarnya gaya lokator dan klem 

yang optimal, formulasi model optimasi diselesaikan 

dengan mengikuti langkah-langkah yang telah di-

usulkan, yaitu: 

Koordinat dan gaya pemesinan adalah  

  (            ) dan                . 

Arah gaya klem negatif, arah gaya pemesinan 

positif. Gaya reaksi lokator adalah nol. Gaya klem 

          ,   2       . 
 

 

fC1y=1779 N

Gaya pemesinan
fC2x=1779 N

L1 (rL1x,0)

rL1x

Bx=304.8

L2 (rL2x,0)

Bx-rL2x

By=254
L3 (0,rL3y)

rL3y rC2y

rC1x

C1 (rC1x,254)

C2 (304.8,rC2y)
M1 (203.2,152.4)

FM1x=FM1y=889.6 N

 
 

Gambar 4. Tata letak penetap dua-dimensi (Kaya [11]). 

Formulasi persoalan adalah persamaan (27) sampai 
dengan (33), dan persamaan pembatas           , 

  2       . 
Solusi optimal: 
Nilai fungsi tujuan = 3558,40, koordinat lokator 
    

     ,   2 
        ,   3 

       , besarnya 

gaya lokator     
        ,   2 

         , 

  3 
         , koordinat klem     

       , 
  2 

     , besarnya gaya klem     
        , 

  2 
        . 

Solusi optimal diperoleh. Selama proses pemesinan, 
lokator bersentuhan denga benda-kerja. 
 

Solusi optimal penetapan adalah: 
Nilai fungsi tujuan = 3558,40. 
Koordinat lokator     

     ,   2 
        ,   3 

  

     . 
 

Besarnya gaya lokator lokator     
        , 

  2 
         ,   3 

         . Koordinat klem 

    
       ,   2 

     . Besarnya gaya klem 

    
        ,   2 

        , lebih kecil dari gaya 

klem yang ditentukan. 
 

Dengan menggunakan koordinat lokator dan klem, 
serta besarnya gaya klem optimal yang direlaksasi, 
           ,   2        , dilakukan evaluasi 

terhadap perubahan koordinat pemesinan. Pada 
contoh ini digunakan tiga buah titik koordinat pada 
lintasan pemesinan, yaitu titik koordinat pemesinan 
awal, tengah, dan akhir. Solusi optimal yang dipero-
leh diperlihatkan pada Tabel 2. 
 

Terlihat bahwa solusi optimal penetapan awal dapat 
menahan gaya pemesinan di titik-titik lintasan pe-
mesinannya, yang ditunjukkan oleh besarnya gaya 
reaksi lokator yang non-negatif. 
 

Contoh numerik untuk benda-kerja tiga-dimensi 
adalah komponen presstool seperti pada Gambar 5. 
Pada gambar tersebut diperlihatkan  fitur manu-
fakturnya. Ukuran benda-kerja adalah       , 
     ,      , jarak lokator dan klem dari tepi 

benda-kerja adalah     ,     ,     . Koor-

dinat dan besarnya gaya pemesinan adalah 
  (         ) dan                      . 
 

6
L

4
L

zLf 5

5
L

2
L

1
L

z
x

y

yLf 1

yLf 2

xLf 3
ZLf 4

zLf 6

1
C

zCf 1

)20,60,120(
1

M

37821 zMF37821 xMF

37821 yMF

3
LyCf 2

2
C

3
C

xCf 3

 

Gambar 5. Komponen presstool. 
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Formulasi penetapan menggunakan persamaan (17) 
sampai dengan persamaan (26), yang melibatkan 21 

variabel dan 6 persamaan utama, ditambah 27 
persamaan pembatas 3-2-1 dan 10 persamaan pem-
batas klem. Formulasi model optimasi diselesaikan 

dengan mengikuti langkah-langkah yang telah 

diusulkan. Solusi optimal penetapan adalah: 
Nilai fungsi tujuan = 22692,0. 
Koordinat lokator     

      ,     
     ,   2 

     , 

  2 
     ,    3 

      ,   3 
      ,    4 

      , 

  4 
      ,   5 

      ,   5 
      ,   6 

       , 

  6 
     . 

 

Besarnya gaya lokator     
         ,   2 

  

       ,   3 
        ,   4 

        ,   5 
  

       ,   6 
         . 

Koordinat klem     
       ,     

      ,   2 
  

    ,   2 
     ,   3 

     ,   3 
     . 

Besarnya gaya klem     
        ,   2 

        , 

  3 
        . 

 

Hasil evluasi terhadap koordinat fitur manufaktur 

benda-kerja diperlihatkan pada Tabel 3. Gaya reaksi 
lokator optimal pada seluruh koordinat pemesinan 
non-negatif. 
 

Berdasarkan pada tabel di atas, maka koordinat 

lokator dan klem solusi optimal sebelumnya diguna-
kan untuk menahan gaya pemesinan di semua koor-
dinat pemesinannya. Gaya klem yang diperlukan 
adalah            

        ,   2 
        , 

         3 
         . 

Analisis dan Pembahasan 

 

Koordinat lokator dan klem yang dihasilkan oleh 

Krishnakumar dan Melkote [10], Kaya[11], dan 

model yang dikembangkan berbeda, namun nilai 

fungsi tujuan gaya lokatornya adalah sama. Hal ini 

menunjukkan bahwa terdapat alternatif solusi 

optimal; sesuai dengan apa yang dikemukakan oleh 

Kaya [11]. Solusi optimal gaya klem yang dihasilkan 

oleh model yang dikembangkan, lebih kecil dari 

gaya klem yang ditentukan oleh Krishnakumar dan 

Melkote [10], dan Kaya [11]. 

 

Model optimasi yang dikembangkan selain dapat 

menghasilkan solusi optimal penetapan, juga dapat 

digunakan untuk mengevaluasi perubahan posisi 

pemesinan. Gaya klem optimal hasil evaluasi, nilai 

yang terbesarnya merupakan gaya klem terbesar 

untuk pembentukan semua fitur manufaktur 

benda-kerja. 

 

Penyelesaian formulasi permasalahan dilakukan 

dengan menggunakan perangkat-lunak pemrogram-

an non-linear standar. Pada perangkat-lunak ini 

dipilih metode Global Solver. Metode ini meng-

gunakan algoritma gradien menurun (generalized 

reduced gradient), yang dilengkapi dengan algoritma 

pemecahan non-konveks menjadi sub-sub persoalan 

konveks linear. Penentuan solusi optimalan global 

dari sub-sub persoalan, dilakukan dengan teknik 

pencabangan dan pemilihan (branch and bound). 

Tabel 1. Perbandingan solusi Krishnakumar & Melkote, Kaya, dan model yang dikembangkan. 

 Koordinat lokator Koordinat klem Gaya reaksi locator Nilai fungsi 
tujuan 

Keterangan 
𝑟𝐿 𝑥 𝑟𝐿2𝑥 𝑟𝐿3𝑥 𝑟𝐶 𝑥 𝑟𝐶 𝑥 𝑓𝐿 𝑦 𝑓𝐿2𝑦 𝑓𝐿3𝑦 

Krihnakumur & 
Melkote[10] 

50,4 203,2 101,6 152,4 50,8 295,76 2372,84 2668,6 5337,2 Gaya reaksi lokator 
dan nilai fungsi 
tujuan: Hasil 
pengolahan 

Kaya[11]  
(Run 3) 

126,7 230,5 97,5 235,2 69,8 149,19 2519,41 2668,6 5337,2 

Model yang 
dikembangkan 

5,0 156,8 63,97 5,0 5,0 1334,3 1334,3 2668,6 5337,2 Hasil optimasi 

 
Tabel 2. Gaya klem dan reaksi lokator optimal pada tiga titik koordinat pemesinan 

Koordinat pemesinan Gaya klem optimal Gaya reaksi lokator optimal 
Nilai fungsi tujuan 

𝑟𝑀 𝑥 𝑟𝑀 𝑦 𝑓𝐶 𝑦
  𝑓𝐶2𝑥

  𝑓𝐿 𝑦
  𝑓𝐿2𝑦

  𝑓𝐿3𝑥
  

203,2 152,4 889,06 889,06 334,08 1445,12 1779,20 3558,4 
152,4 152,4 889,06 889,06 631,79 1147,42 1779,20 3558,4 
101,6 152,4 889,06 889,06 929,49 849,71 1779,20 3558,4 

 
Tabel 3. Gaya klem optimal pada titik koordinat fitur pemesinan 

Koordinat pemesinan Gaya klem optimal 
Nilai fungsi tujuan 

𝑟𝑀 𝑥 𝑟𝑀 𝑦 𝑟𝑀 𝑧 𝑓𝐶 𝑧
  𝑓𝐶2𝑦

  𝑓𝐶3𝑥
  

120 60 20 3782,0 3782,0 3782,0 22692,0 
120 40 20 4316,9 3782,0 3782,0 23226,9 
120 20 20 4852,3 3782,0 3782,0 23762,3 
20 20 20 6307,4 3782,0 3782,0 25217,4 
70 40 20 3782,0 3782,0 3782,0 22692,0 
20 40 20 3782,0 3782,0 14600,8 33510,8 
20 60 20 3782,0 3782,0 34879,6 53789,6 
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Simpulan 
 

Model optimasi penetapan benda-kerja dengan 

prinsip 3-2-1 yang dikembangkan, menghasilkan 

formulasi untuk penetapan dengan fungsi tujuan 

berupa persamaan linear, dan fungsi pembatas 

berupa persamaan linear dan non-linear. Fungsi 

tujuan meminimumkan besarnya gaya reaksi 

lokator, yang dengan sendirinya akan meminimum-

kan besarnya gaya klem. Formulasi model merupa-

kan model statis. Formulasi persoalan melibatkan 

21 variabel dan 43 persamaan pembatas.  

 

Menggunakan formulasi ini dapat diperoleh koor-

dinat lokator dan klem, serta gaya lokator dan klem 

yang minimum. Besarnya gaya klem minimum 

lebih besar atau sama dengan besarnya gaya peme-

sinan. Solusi optimal model, dapat digunakan untuk 

mengevaluasi dinamika pemesinan dalam pemben-

tukan seluruh fitur manufaktur benda-kerja. 

 

Formulasi model dapat diselesaikan menggunakan 

perangkat-lunak pemrograman non-linear standar. 

Metode penyelesaian persoalan non-linear pada 

perangkat-lunak standar yang digunakan adalah 

Global Solver 
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